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تقديم به:
خوشرنگترین نغمه زندگی مادرم
و پشتیبان پر صلابت و بی دریغ پدرم
و همه آنها که مرا علم آموختند
که تمام موفقیت های زندگیم را مدیون تلاش ها و پشتیبانی های آنها هستم.



[bookmark: _Toc332043389]با تشكر و قدرداني از:
درآغاز سخن حمد وسپاس فراوان خدای را که رب است ومربی،آموزنده است و رهنما، انسان را نعمت تفکر عطا فرموده تا برکت آن رهیافتی به علم ومعرفت  داشته باشد و در سایه آموخته ها خویشتن را از جهل ونادانی برهاند وبه مدارج عالی انسانی برسد.
وظیفه خود می دانم نهایت سپاس وامتنان قلب خود را به کلیه اساتید،سروران و عزیزانی تقدیم نمایم که در     وبه ثمر رساندن این پایان نامه از راهنمائی ها و مساعدتهایشان بهره گرفته ام بویژه استاد ارجمند وگرامی جناب آقای سعید میرزایی ملکی استاد راهنما که در مراحل پژوهش از هیچ مساعدتی دریغ نفرموده اند.
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[bookmark: _Toc371772938]پیشگفتار
بعد از انقلاب صنعتی، جهان شاهد رشد شگفت انگیز سازمان ها از نظر بزرگی و پیچیدگی بوده است. با افزایش تخصص و درجه پیچیدگی در یک سازمان، مسئله تخصیص منابع موجود بین فعالیتهای بخش های مختلف آن به منظور دست یابی به بالاترین کارایی کل سازمان، هر روز مشکل و مشکل تر می شود. تحقیقی که در جهت رسیدن به راه بهترین برای حل این نوع مسائل آغاز شده بود، زمینه مناسب پیدایش تحقیق در عملیات را فراهم کرد. 
آنچه که امروزه تحقیق در عملیات خوانده می شود با خدمات نظامی در آغاز جنگ جهانی دوم شکل گرفت.
بعد از جنگ، دانشمندانی که در گروه های تحقیق در عملیات کار کرده و یا در مورد آن مطالبی شنیده بودند، انگیزه کافی برای پیگیری تحقیقات مربوطه را پیدا کردند و در این راه به پیشرفت ها مهمی دست یافتند. ابداع روش سیمپلکس برای حل مسائل برنامه ریزی خطی توسط جرج‌بی‌دانتریگ در سال 1947 از اولین و مهمترین دستاوردهای این پژوهش‌ها بود برخی از ابزارهای متعارف تحقیق در عملیات، نظیر برنامه‌ریزی خطی، برنامه‌ریزی پویا، نظریه صف و نظریه موجودی ها تا سال 1950 نسبتاً توسعه یافته بود. به خاطر پیشرفت سریع صنعت کامپیوتر، دامنه کاربردها توسعه یافت و روشهای توانمندی کشف شد. امروزه برنامه ریزی خطی یکی از ابزارهای روتین است و در اکثر بسته های نرم افزاری وجود دارد. 





[bookmark: _Toc371772939]فصل اول
[bookmark: _Toc371771618][bookmark: _Toc371772940]برنامه ریزی خطی و مدل سازی مسئله

1-1- مقدمه

برنامه ریزی خطی برنامه ریزی است که با ماکزیمم یا منیمیم سازی یک تابع خطی با محدودیتهایی که به فرم معادله یا نا معادله خطی هستند سرو کار دارد.
مسئله برنامه ریزی خطی شاخه ای از برنامه ریزی خطی است که با موثرترین روشهای اختصاص دادن منابع محدود برای فعالیتهای شناخته شده ای به منظور برآوردن هدف خاصی (مانند ماکزیمم نمودن سود یا مینیمم نمودن قیمت) سرو کار دارد. از ویژگی های خاص برنامه ریزی خطی تابعی است که مقصود را نشان می دهد و قیدهایی است که به پای مسئله گذارده می شود به طوری که همگی خطی هستند. 
به طور خلاصه، برنامه ریزی خطی با مدل سازی برای سیستم های غیر احتمالی و احتمالی دنیای واقعی و همچنین بهترین تصمیم گیری ممکن در مورد آنها مربوط می گردد. این نوع کاربردها در زمینه مدیریت دولتی، تجارت، مهندسی، اقتصاد و علوم طبیعی و اجتماعی وجود دارند و وجه مشترک همگی آنها تخصیص منابع محدود است.
در چنین موقعیت هایی، تحلیل های عملی نظیر آنچه که در تحقیق در عملیات انجام می‌گیرد، میزان آگاهی از وضعیت مورد نظر را به طرز جامعی افزایش می دهد.
در این فصل مسئله برنامه ریزی خطی مطرح می شود و روشهای حل آن نیز فصل بعد ارائه خواهد شد.

[bookmark: _Toc371772942]1-2-تعریف تحقیق در عملیات
تحقیق در عملیات کاربرد یک رویکرد عملی است که در صدد حل مسائل مدیریتی بوده و هدف آن کمک در تصمیم‌گیری بهتر است.
1) به مجموعه ای از روش های علمی گفته می شود که جهت شناخت مسائل درون سیستم بکار می رود و در صدد بدست آوردن جواب بهینه برای مسائل هستند.
2) عبارت است از بکار برد روش های علمی برای مطالعه و بررسی فعالیتها و عملیات پیچیده در سازمان‌های بزرگ 
3) مهم، کاربرد در روش علمی برای تجزیه و تحلیل و حل مسائل و تصمیمات مدیریتی.
[bookmark: _Toc371772943]1-2-1- مفهوم برنامه ریزی خطی
رده ای یا دسته ای از مدل های برنامه ریزی خطی است که مربوط می شود به مناسب ترین ترکیب از منابع محدود به فعالیتهای معلوم به منظور دست یابی به هدفی مطلوب مانند ماکزیمم کردن سود یا مینیمم کرده هزینه.
خصوصیت بارز برنامه ریزی خطی این است که در آنها برنامه معرف هدف برنامه ریزی یا محدودیت ها و یا قید و منابع خطی بوده و متغیرها نیز مجهول هستند.


[bookmark: _Toc371772944]1-2-2- تعریف برنامه ریزی خطی و ویژگی های آن
برنامه ریزی خطی (Linear Programming) عبارت است از تخصیص منابع محدود به یک سری فعالیت از قبل تعریف شده جهت افزایش بازدهی و یافتن بهترین راه بهینه جهت حل مساله مورد نظر.
در واقع برنامه ریزی خطی نوع ساده ای از مدل برنامه ریزی ریاضی می باشد که بهترین گزینه را از میان روشهای ممکن انتخاب می کند. در برنامه ریزی خطی تابع هدف محدودیتهای مساله همگی به صورت خطی نمایش داده می شوند.
ویژگی های کلی برنامه ریزی خطی به شرح ذیل می باشد:
1)مشخص بودن تابع هدف به صورت خطی
2) موجود بودن راه حل های مختلف در برنامه ریزی
3) موجود بودن روابط ریاضی بین متغیرها
4) مشخص بودن محدودیتهای منابع به صورت معادلات یا نامعادلات خطی 
5) غیر منفی بودن متغیرها
از بخش های اصلی مدل برنامه ریزی خطی نیز می توان به موارد زیر اشاره کرد:

تابع هدف
بیانگر حداکثر (Max) یا حداقل کردن (min) عملکرد مدل ریاضی می باشد. 
محدودیتها
بیانگر محدودیتهای منابع جهت رسیدن به اهداف مدل می باشند که می توانند به صورت بزرگتر مساوی، کوچکتر مساوی و یا مساوی نمایش داده شوند.
[bookmark: _Toc371772945]1-3- ساختار مسئله برنامه ریزی خطی
یک مسئله برنامه ریزی خطی در صورتی برنامه ریزی خطی است که دارای فرضهای زیر باشد:
الف) فرض تناسب
ب) فرض جمع پذیری
ج) فرض بخش پذیری
د) فرض معین بودن (قطعیت)
الف) منظور از فرض تناسب، این است که هر فعالیت به تنهایی و مستقل از سایر فعالیتها قابل اجرا باشد، به عبارت دیگر، آهنگ تغییر یا شیب رابطه، تابعی ثابت است بنابراین چنانچه متغیر تصمیم برابر مقداری تغییر کند، مقدار تابع نیز دقیقاً به همان نسبت تغییر می کند.
ب) فرض جمع پذیری، بیانگر این واقعیت که باید روابط ریاضی متغیرها در مدل به صورت جمع جبری بیان گردد به عبارتی تابع هدف از مجموع تک تک متغیرها حاصل می شود. همچنین محدودیتها نیز از مجموع تک تک مقادیر مصرف شده از منابع حاصل می شود.
ج) فرض بخش پذیری (قابلیت تقسیم) در مسئله برنامه ریزی خطی بیانگر آن است که جواب مسئله (مقدار متغیرهای تصمیم) می تواند عدد صحیح یا عدد غیر صحیح باشد. به عبارتی هر فعالیت به هر عدد دلخواهی قابل تقسیم بوده، فلذا متغیرهای تصمیم گیری هر مقدار غیر صحیح را نیز می توانند شامل گردند.
د) فرض معین بودن بدین معناست که کلیه پارامترهای aij, bi , cj برنامه ریزی خطی مقادیر ثابتی هستند، اگر چه تعیین پارامترهای مدل در اکثر مواقع به طور قطعی امکان پذیر است ولی در برخی موارد افق برنامه‌ریزی آنقدر بلند مدت است که مقادیر پارامترهای دستخوش تغییر می شوند. در چنین مواقعی می‌توان مفهوم تحلیل حساسیت را برای بررسی تغییرات در جواب بهینه مدل مطرح نمود.
بعد از فرموله کردن مدل برنامه ریزی خطی نوبت به حل آن می رسد. ابتدا صورت کلی یک مسئله برنامه‌ریزی خطی و بعد فرم استاندارد و فرم کانونی مسائل برنامه ریزی خطی را تعریف می کنیم که فرم استاندارد برای حل مدل برنامه ریزی خطی به کار می رود. و فرم کانونی در نوشتن مسئله دو گانه برنامه‌ریزی خطی به کار می رود.


[bookmark: _Toc371772946]1-4-صورت کلی یک مسئله برنامه ریزی خطی
یک مسئله برنامه ریزی خطی از دو قسمت اصلی، تابع هدف و محدودیتها تشکیل می شود که به صورت زیر می باشد.


که در آن xi متغیرهای تصمیم گیری مسئله هستند (برای نمونه xj می تواند بیانگر تعداد محصول j ام یا زمان تولید کار j ام باشد). به عبارتی نمایشگر مقدار عملکرد یا سطح یک فعالیت (محصول یا خدمات) می‌باشد که مقادیر آن پس از حل معادله مشخص می شود.
Cjها: ضریب سود یا هزینه متغیر j ام می باشد. (ضرایب تابع هدف) 
aij: ضرایب فنی یا تکنولوژیکی (میزان ماده اولیه ایی که از منبع iام در تولید محصول j ام نقش دارد)
bi: میزان موجودی منبع iام می باشد. که همان مقادیر معلوم سمت راست محدودیتها است.
(لازم به توضیح است که متغیرهای تصمیم مسئله می توانند منفی یا آزاد در علامت نیز باشند.)
[bookmark: _Toc371772947]1-4-1- فرم ماتریس مسئله برنامه ریزی خطی به صورت زیر است:



که در آن c را بردار ضرایب هدف و x را بردار متغیرهای تصمیم و A را ماتریس ضرایب فنی و b را ماتریس طرف دوم یا جواب می نامیم. 


	
نکته: از آنجایی که متغیرهای تصمیم بیان کننده تعداد و مقدار در مسئله می باشند، به صورت نامنفی فرض می شوند. (x≥0) 


مدل سازی
برای استفاده از روش برنامه ریزی خطی می بایست، مدل مورد نیاز برای بهینه سازی بر اساس هدف طراحی نمود.
مدلهای ریاضی از لحاظ نوع روابط حاکم بر مسئله به دو دسته تقسیم می شوند:
الف) مدل خطی: در این مدل تمام روابط حاکم خطی است مانند مدل برنامه ریزی خطی، مدل حمل و نقل و مدل تخصیص.
ب) مدل غیر خطی: در این مدل حداقل یکی از روابط بیان شده در مدل، غیر خطی می باشد. مانند مدل‌های بهینه یابی غیر خطی
[bookmark: _Toc371772948]1-5- مدل سازی مسئله برنامه ریزی خطی
فرموله کردن مسائل برنامه ریزی خطی در واقع نوعی هنر تلقی می شود هنری که علی القاعده به مدد تجربه و شناخت و مطالعه حاصل می گردد. حال به فرموله کردن مثال زیر می پردازیم.
[bookmark: _Toc371772949]1-5-1- مثال (مسئله ترکیب تولید). شرکتی می خواهد بداند که از هر یک از سه محصولش چه مقدار تولید کند تا با رعایت محدودیت منابع حداکثر سود را داشته باشد. نیروی کار و مواد مورد نیاز و همچنین سود هر یک از سه محصول در جدول زیر بیان شده است:
	مقدار منابع مورد نیاز
	

	مقدار در دسترس
	محصول 3
	محصول 2
	محصول1
	منابع

	240 ساعت
	4
	2
	5
	نیروی کار (برحسب ساعت)

	400 کیلوگرم
	3
	6
	4
	مواد (برحسب کیلوگرم)

	-
	2
	5
	3
	سود هر محصول (به واحد پول)


مسئله را به صورت یک مسئله برنامه ریزی خطی فرموله می کنیم:
ابتدا متغیرهای تصمیم مسئله را به صورت زیر تعریف می کنیم:
Xi: مقدار تولید محصول 1
X2: مقدار تولید محصول 2
X3: مقدار تولید محصول 3
با توجه به سود دهی هر محصول، تابع هدف مسئله عبارت است از:
MaxZ= 3x1+5x2+2x3
محدودیت های مدل
در این مسئله، محدودیتها شامل نیروی کار و مواد در دسترس برای تولید هستند. تولید هر یک از سه محصول به نیروی کار و مواد بستگی دارد. نیروی کار لازم برای تولید هر یک واحد از محصول اول 5 ساعت است.
بنابراین کل نیروی کار لازم برای تولید محصول 1، x1 5 ساعت است. همین طور محصول 2 مساوی با x2 2 ساعت و محصول 3 مساوی با x34 ساعت نیروی کار نیاز دارند. کل موجودی نیروی کار نیز 240 ساعت است.
بنابراین محدودیت نیروی کار عبارتست از:
5x1+ 2x2+ 4x3≤240
محدودیت مواد نیز به همین روش فرموله می شود، یعنی
4x1+6x2+3x3≤400
در پایان نامنفی بودن متغیرها باید لحاظ شود، یعنی
X1≥0, x2≥0, x3≥0
چون تولید منفی از هر محصول، غیر منطقی و نا مفهوم است.
[bookmark: _Toc371772950]1-6- فرم استاندارد
ویژگی های فرم استاندارد برنامه ریزی خطی عبارتند از:
الف) تمامی محدویت ها (قیدها) به صورت مساوی هستند (به جز نا منفی بودن متغیرها)
ب) عضو سمت راست هر معادله (یعنی موجودی منابع، biها) نامنفی می باشد.
ج) تمام متغیرهای تصمیم نامنفی هستند.
د) تابع هدف به صورت Max یا Min می باشد.
بنابراین اگر محدودیتهای مدل به فرم نامساوی باشند با اضافه و کم کردن، متغیرهای کمبود (slack) و مازاد (surplus)، محدودیتها را به صورت مساوی تبدیل می کنیم
مثلاً محدودیت a1x1 + a2x2 + a3x3≤b با اضافه کردن متغیر کمبود s1 تبدیل به محدودیت a1x1 + a2x2 + a3x3+s1=b می شود.
و محدودیت a´1x1 + a´2x2 + a´3x3 =b´ با کم کردن متغیر مازاد R1 (متغیرمصنوعی) تبدیل به محدودیت a´1x1 + a´2x2 + a´3x3 – R1 =b´ می شود.
فرم استاندارد نقش بسیار مهمی را در حل مسئله برنامه ریزی خطی بازی می کند به عنوان مثال مسئله برنامه ریزی خطی ذیل را که در آن کلیه محدودیتها به صورت ≥ هستند در نظر می گیریم.


	
فرم استاندارد مسئله فوق به صورت زیر است.


	

مشاهده می شود که فرم استاندارد، محدودیتهای مسئله برنامه ریزی خطی را تبدیل به m معادله با m+n مجهول می نماید. جوابی از این دستگاه معادلات مورد نظر است که در آن xjها (j=1,…,n) و (i=1,…,m) si مقادیر نامنفی را اختیار نماید. و چون m معادله و m+n مجهول داریم در نتیجه در حالت کلی بی نهایت جواب خواهیم داشت.
یکی از روشهای حل مسئله برنامه ریزی خطی در فرم استاندارد روش سیمپلکس می باشد که در فصل بعد بررسی خواهیم کرد.
[bookmark: _Toc371772951]1-7- فرم کانونی
فرم کانونی در نوشتن مسئله دو گانه در برنامه ریزی خطی به کار می رود. 
ویژگی های فرم کانونی عبارتند از:
الف) تمام متغیرهای تصمیم نامنفی هستند.
ب) تمام محدودیتها به صورت، ≥ هستند.
ج) تابع هدف از نوع max می باشد.
هر مسئله برنامه ریزی خطی را با به کار بردن تبدیلات مقدماتی ذیل می توان به فرم کانونی تبدیل نمود.
الف) اگر متغیر تصمیم نامثبت باشد، با ضرب (1-) به طرفین می توان از تغییر متغیر استفاده کرد. یعنی اگر(1-) ضرب

 x´ ≥0 x´ =-x ,    قرار دهیم و -x≥0                 x≤0 
اگر متغیر تصمیم آزاد در علامت باشد، می توان آن را به صورت دو متغیر نامنفی نوشت یعنی اگر
x=x´-x´´; x´ ≥0, x´´≥0 قرار می دهیم x→ آزاد در علامت 
ب) اگر محدودیت فرم ≤ داشته باشد، با ضرب (1-) در طرفین آن، محدودیت به صورت ≥ تبدیل می شود. اگر محدودیت فرم (=) داشته باشد، به صورت دو محدودیت ≤ و ≥ نوشته می شود که فرم ≤ مطابق بالا تبدیل به ≥ می شود. 
ج) اگر تابع هدف از نوع Min باشد با ضرب (1-) در آن، تابع هدف به Max تبدیل می شود







[bookmark: _Toc371772952]فصل دوم
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[bookmark: _Toc371772954]2-1- مقدمه
در فرآیند تحقیق در عملیات بعد از فرموله کردن مسئله برنامه ریزی خطی به حل آن می‌پردازیم. اهمیت و ارزش مدل های ریاضی در آن است که پس از حل آنها از نتایج آن بهره‌مند شویم چون در برنامه ریزی خطی، تابع هدف و محدودیت ها خطی هستند می توان به شیوه ترسیمی برای حل آنها استفاه کرد.
مسائل برنامه ریزی خطی را می توان با 1) روش ترسیمی   2) روش سیمپلکس   3) روش جبری (ماتریسی) و غیره حل نمود که تعدادی به تدریج مطرح خواهد شد.


[bookmark: _Toc371772955]2-2- حل هندسی مسئله برنامه ریزی خطی دو متغیره:
در برنامه ریزی خطی، روشهای ترسیمی در مدل های برنامه ریزی خطی به مدل هایی محدود می شود که حداکثر دارای دو یا سه متغیر تصمیم هستند. برای حل این نوع مدلها می توان از یک دستگاه مختصات استفاده کرد. استفاده از شیوه ترسیمی برای مدل هایی که سه متغیره هستند نیز با استفاده از دستگاههای سه بعدی تا حدودی مشکل است ولی چنانچه تعداد متغیرهای تصمیم بیش از 3، باشد. حل مدل به صورت ترسیمی به هیچ وجه امکان پذیر نخواهد بود.
قبل از بیان مثال تعدادی مفاهیم را بیان می کنیم.
[bookmark: _Toc371772956]2-2-1- تحدب فضای جواب و خواص آن.
تعریف اول: هرگاه خطی از فضای جواب عبور کند آن را حداکثر در دو نقطه ورود و خروج قطع می نماید.
تعریف دوم: همه‌ی خط واصل بین دو نقطه متمایز داخل فضا می باشد. 
تعریف سوم: هر خطی که بر فضا مماس شود همه‌ی فضا در یک طرف آن را قرار می گیرد.


مماس
مماس
مماس

مماسس


  مقعر  (4                      مقعر (3                   محدب (2                محدب (1
شکل 2-1
[bookmark: _Toc371772957]2-2-2- خاصیت فضای جواب محدب:
در مسائل برنامه ریزی خطی در صورت وجود جواب، فضای مسئله حتماً محدب می باشد و این امر باعث می شود که نقطه فقط روی مرزها (بویژه گوشه ها) قرار داشته باشد و نیازی به بررسی سایر نقاط فضای جواب برای بدست آوردن جواب بهینه نداشته باشیم. 
فضای جواب: اشتراک مجموعه جواب تمامی محدویتهای مدل را فضای جواب می نامیم.
جواب شدنی یا موجه: هر نقطه از فضای جواب (یا ناحیه شدنی) را جواب شدنی می نامیم.
جواب بهینه: بهترین جواب شدنی را با توجه به تابع هدف جواب بهینه می نامیم (برای مسئله max بیشترین مقدار تابع هدف و برای مسئله Min کمترین مقدار تابع هدف را جواب بهینه می نامیم). 
[bookmark: _Toc371772958]2-2-3- مثال. مسئله برنامه ریزی خطی ذیل را به روش هندسی حل می کنیم. 
Max Z= 3x1 + 6x2

ابتدا هر یک از محدودیتها را به صورت یک معادله خطی فرض می کنیم و با دو نقطه دلخواه (معمولاً طول از مبدا و عرض از مبدا) خطوط مربوطه را در صفحه دکارتی رسم می کنیم و سپس با توجه به نامنفی بودن متغیرها مجموعه جواب تک تک محدودیتها را در ناحیه اول صفحه دکارتی مشخص می کنیم که اشتراک آنها فضای جواب را در صورت وجود تعیین می‌کند. حال با فرض یک مقدار دلخواه برای تابع هدف، آن را در صفحه دکارتی رسم می‌کنیم و سپس با توجه به مسئله Max یا Min و حرکت تابع هدف در راستای خودش نقطه بهینه را پیدا می کنیم.
(اگر مسئله Max باشد خط تابع هدف را در فضای جواب در جهت افزایش حرکت می دهیم و اگر مسئله Min باشد خط تابع هدف را در فضای جواب در جهت کاهش حرکت می دهیم، در این صورت آخرین نقطه یا خطی را که تابع هدف از فضای جواب خارج می شود، جواب یا جواب های بهینه می نامیم).
حال با توضیحات صفحه قبل مسئله را حل می کنیم.
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شکل 2-2
فرض مقدار تابع هدف اعداد 30 و 42 باشند، آنگاه
3x1+ 6x2=30; 
3x1+ 6x2=42;  
حال راستای تابع هدف را در فضای جواب به صورت خط چین رسم می کنیم 
چون مسئله از نوع Max می باشد با حرکت تابع هدف در جهت افزایش (به سمت بالا) آخرین نقطه ای که تابع هدف از فضای جواب خارج می شود نقطه B است. بنابراین نقطه B  نقطه بهینه است که در آن مقدار تابع هدف برابر z=3×0+6×9=54 است. 
[bookmark: _Toc371772959]2-3- حالتهای مختلف مسئله برنامه ریزی خطی از نظر هندسی 
اگر چه موارد خاص مسائل برنامه ریزی خطی کمتر در مسائل واقعی رخ می دهد، ولی در اینجا به چگونگی تشخیص آنها و خواص هر یک از آنها آشنا می شویم.
الف) جواب بهینه منحصر به فرد
ب) جواب های بهینه چند گانه
ج) جواب بیکران
د) جواب تبهگن
ه) مسئله نشدنی یا نا موجه (مسئله جواب ندارد)
الف) جواب بهینه منحصر به فرد
در مثال 2-1-3- نقطه B تنها نقطه شدنی می باشد که مقدار تابع هدف را بهینه می‌کند این نقطه جواب بهینه منحصر به فرد مسئله می باشد.

ب) جواب های بهینه چندگانه
در بعضی از مسئله های برنامه ریزی خطی بیش از یک جواب بهینه وجود دارد، این حالت در مسئله های برنامه ریزی خطی موقتی رخ می دهد، که تابع هدف مسئله موازی یکی از محدودیتهای دربرگیرنده جواب بهینه باشد.
(در این صورت دو تا از نقاط گوشه ای فضای جواب، جواب های بهینه می باشند، که در این صورت هر ترکیب خطی بین این دو جواب بهینه، جواب بهینه دیگر می باشد).
ج) جواب بیکران
جواب بیکران در یک مسئله موقعی رخ می دهد که فضای جواب نا محدود باشد و تابع هدف با حرکت در جهت افزایش یا کاهش از فضای جواب خارج نشود (بسته به نوع تابع هدف Max یا Min) ممکن است مسئله ای با فضای جواب نا محدود، جواب بهینه داشته باشد. 
نکته: هر گاه متغیر مربوطه که باعث بیکران شدن فضای جواب شده است دارای شرایط ورود به پایه باشد، در این صورت مسئله می تواند دارای جواب بیکران باشد و در صورتی که دارای شرایط ورود به پایه نباشد مسئله دارای جواب محدود خواهد بود.
د) جواب تبهگن
از نظر هندسی جواب تبهگن به گوشه ای از فضای جواب گفته می شود که در آن گوشه تعداد محدودیتهای مدل از تعداد متغیرهای تصمیم مسئله بیشتر باشند. اگر گوشه مربوطه بهینه باشد می گوییم جواب بهینه تبهگن است، در این صورت می گوییم جواب تبهگن موقت است.
هـ) مسئله نشدنی یا ناموجه (مسئله با فضای جواب تهی)
هر گاه فضای جواب مسئله تهی باشد مسئله برنامه ریزی خطی را نشدنی می نامیم به عبارت دیگر، اشتراک مجموعه جواب محدودیتهای آن، تهی است. 
[bookmark: _Toc371772960]2-4- روش سیمپلکس
روش سیمپلکس برای حل مسائل برنامه ریزی خطی در سال 1947 توسط جرج بی دانتزیک ابداع شد که اولین و مهمترین پژوهش در زمینه تحقیق در عملیات است.
روش سیمپلکس فرآیندی الگوریتمیک برای حل مسائل برنامه ریزی خطی با n متغیر می‌باشد که عمدتاً عملیات خود را از مبدا مختصات شروع و به یک گوشه موجه مجاور که مقدار تابع هدف را بهبود می بخشد حرکت می کند این تکرار تا رسیدن به نقطه ای موجه که از نقاط موجه اطرافش بهتر باشد ادامه می یابد، این نقطه، نقطه بهینه می باشد.
قبل از بیان این روش برای حل مسائل برنامه ریزی خطی چند مفهوم این روش را در جدول سیمپلکس تعریف می کنیم.
متغیر پایه ای (اساسی): متغیری که در یک مجموعه از معادلات جدول سیمپلکس، در یک معادله ضریب یک و در بقیه معادلات همان جدول ضریب صفر داشته باشد.
متغیر غیر پایه ای: متغیری که در جدول سیمپلکس به خاصیتی به غیر از تعریف بالا را داشته باشد متغیر غیر پایه ای، می نامیم.
نکته: با انجام عملیات سطری مقدماتی می توان یک متغیر را پایه ای نمود، که این عمل را عمل محوری می نامیم.
جواب پایه ای: جوابی که از یک دستگاه معادلات با مساوی صفر قرار دادن متغیرهای غیر پایه ای به دست می آید را جواب پایه ای می نامیم
جواب پایه ای شدنی (موجه): یک جواب پایه ای شدنی به یک جواب پایه ای گفته می‌شود که در آن مقادیر متغیرهای پایه ای نامنفی باشند.
نکته: حداکثر تعداد جواب های پایه ای یک دستگاه با m معادله و n مجهول برابر   .  است.
صورت کلی مسئله را در نظر بگیرید. 


قدم اول: ابتدا با معرفی متغیرهای کمکی، تمامی محدودیتهای مدل را به صورت تساوی تبدیل می کنیم طوری که ضرایب این متغیرها در تابع هدف صفر باشند. در حقیقت همین متغیرها در شروع روش سیمپلکس متغیرهای پایه ای شدنی می باشند که مقدار شان همان موجودی منابع در مسئله هستند.
(معمولاً متغیرهای کمکی را با اندیس های s نمایش می دهیم)
واضح است که در شروع مسئله متغیرهای تصمیم مسئله، متغیرهای غیر پایه ای می باشند که مقدارشان صفرند. با این شرایط مسئله بالا به صورت زیر تبدیل می شود. 

که در آن si ها را متغیرهای کمکی می نامیم.
تابع هدف مسئله را در جدول معمولاً به صورت زیر می نویسیم

قدم دوم: ساختار کلی جدول سیمپلکس را به صورت زیر تعریف می کنیم.
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قدم سوم: تعیین متغیرهای ورودی و خروجی
نکته: شرط بهینگی: این شرط تضمین می کند که هیچگاه با جواب های بدتر نسبت به جواب فعلی مواجه نشویم. شرط بهینگی مسئله Max آن است که تمامی ضرایب سطر هدف مسئله نامثبت باشند و شرط بهینگی مسئله Min آن است که تمامی ضرایب سطر هدف مسئله نامنفی باشند. این دو شرط، شرط توقف روش سیمپلکس نیز می باشد.
نکته: شرط شدنی (موجه) بودن: این شرط تضمین می کند با شروع از یک جواب پایه ای شدنی، هنگام محاسبات تنها با جواب های پایه شدنی مواجه شویم به عبارت دیگر، اعداد سمت راست جدول سیمپلکس در هر مرحله نا منفی باشند.
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 برای حل مسائل برنامه ریزی خطی ای که حداقل یکی از محدودیت های آن شکل = یا ≤ یا توأم داشته باشد اگر در جدول نهایی سیمپلکس مقادیر متغیرهای مصنوعی صفر شوند مسئله دارای جواب شدنی است والا مسئله جواب شدنی نخواهد داشت. 
اینگونه  مسائل را با دو روش ذیل می توان حل کرد.
1- روش سیمپلکس M – بزرگ
2- روش سیمپلکس دو مرحله ای یا دو فازی یا دوگامی
روشهای دیگری هم برای حل مسائل برنامه ریزی خطی وجود دارد از جمله مسئله دوگان، تحلیل حساسیت و برنامه ریزی پارامتریک. که در این پروژه به تحلیل و بررسی آنها پرداخته نمی شود.
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در این فصل از پروژه، به بیان چند مسئله واقعی از مسائل برنامه ریزی خطی می پردازیم.
مراحل بررسی یک مسئله با روش های تحقیق در عملیات به شرح زیر است:
الف) ساختن مدلی ریاضی برای وضعیت مورد نظر در دنیای واقعی، که این امر مستلزم نگرش جامع سیستم است.
ب) شناخت ساختار جواب این مسائل و توسعه رویه ای نظام گرا برای به دست آوردن آنها
ج) پیدا کردن یک جواب و در صورت لزوم توسعه نظریه ریاضی مربوط به آن، که مقدار بهینه را براساس معیار مطلوبیت سیستم بدست می دهد.
در این فصل مسئله برنامه ریزی خطی مطرح می شود و چند نمونه مسئله برای مدل سازی بیان و مدل آنها ساخته می شود.
فرآیند حل مسئله در تحقیق در عملیات عبارتند از:
1-مشاهده
2-تعریف مسئله
3-ساختن مدل
4- حل مدل
5- اجرا
6- بازخورد
گامهای حل مسئله:
سه قدم برای حل یک مسئله واقعی باید طی شود:
قدم اول: مدل سازی و یا اصطلاحاً فرموله کردن می باشد.
قدم دوم: حل مدل با استفاده از تکنیکهای موجود
قدم سوم: تحلیل نتایج، که از اهمیت فوق العاده ای برخوردار است.
[bookmark: _Toc371772965]3-2- مسئله (بازار یابی)
یک فروشگاه زنجیره ای برای بالا بردن فروش خود در صدد است که تبلیغات را در سطح وسیعی برنامه‌ریزی کند. سه نوع وسیله تبلیغاتی موجود عبارت اند از: آگهی تجاری تلویزیون، آگهی تجاری رادیو و ستون تبلیغاتی روزنامه. هزینه هر بار تبلیغات و تعداد مشتریانی که در معرض هر بار تبلیغات قرار می گیرند، بر حسب نوع وسیله تبلیغات در جدول زیر داده شده است.


	هزینه (تومان)
	تعداد افراد در معرض تبلیغات
	وسیله تبلیغات

	150000
	2000
	آگهی تجاری تلویزیون

	60000
	12000
	آگهی تجاری رادیو

	40000
	9000
	ستون تبلیغاتی روزنامه


شرکت باید محدودیت های زیر را در تبلیغات خود مد نظر داشته باشد: 
الف) کل بودجه تبلیغات 000/000/1 تومان است.
ب) مجوز تعداد تبلیغات تلویزیون حداکثر 4 نوبت است
ج) مجوز تعداد تبلیغات رادیو حداکثر 10 نوبت است
د) مجوز تعداد آگهی روزنامه حداکثر 7 نوبت است
ه) مجموع آگهی های تبلیغاتی در سه وسیله نباید بیشتر از 15 نوبت باشد.
مسئله را به صورت یک مدل برنامه ریزی خطی فرموله می کنیم.
متغیرهای تصمیم مدل عبارت اند از:
X1: تعداد آگهی تجاری تلویزیون
X2: تعداد آگهی تجاری رادیو
X3: تعداد آگهی تبلیغاتی روزنامه 
هدف این مسئله حداکثر تعداد افرادی هستند که در معرض آگهی های تبلیغاتی قرار می‌گیرند یعنی از نوع Max سازی است.
Max z= 20000x1 +12000x2+ 9000x3
که در آن، x120000 تعداد افرادی می باشند که در معرض آگهی های تجاری تلویزیون شرکت قرار می‌گیرند. 
X212000 تعداد افرادی می باشند که در معرض آگهی های تجاری رادیویی شرکت قرار می گیرند.
X39000 تعداد افرادی می باشند که در معرض آگهی های تبلیغاتی روزنامه ای شرکت قرار می گیرند.
محدودیت های مدل:
محدودیت بودجه تبلیغاتی
000/000/1 ≥ x3 000/40 + x2 000/60 + x1 000/150
محدویت های نوبت آگهی: تلویزیون، رادیو، روزنامه
4≥ x1
10 ≥ x2
7 ≥ x3
محدودیت نوبت تبلیغاتی 
15 ≥ x3+ x2+ x1
و در نهایت باید 0 ≤ x3 و 0 ≤ x2 و 0 ≤ x1
در نتیجه
X39000 + x212000 + x120000 = Maxz

0 ≤ x3 و 0 ≤ x2 و 0≤ x1
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یک بررسی ساده در یک بیمارستان نشان می دهد که بیمارستان در ساعات مختلف شبانه روز از نظر پرستار نیازی به صورت ذیل دارد.
	دوره
	وقت
	کمترین پرستار مورد نیاز (نفر)

	1
	6 صبح تا 10 صبح
	60

	2
	10 صبح تا 2 بعد از ظهر
	70

	3
	2 بعد از ظهر تا 6 بعد از ظهر
	60

	4
	6 بعد از ظهر تا 10 شب
	50

	5
	10 شب تا 2 صبح
	20

	6
	2 صبح تا 6 صبح
	30


پرستارها به محض ورود به بیمارستان در شروع هر دوره خود را معرفی می نمایند و کار خود را شروع و می‌توانند 8 ساعت کار کنند. بیمارستان می خواهد بداند که حداقل چند نفر پرستار بایستی استخدام نماید به طوری که نیروی انسانی لازم مورد نظر را برای دوره های مختلف کار داشته باشد. 
مسئله را به صورت برنامه ریزی خطی فرموله می کنیم.
ابتدا متغیرهای تصمیم این مسئله را به صورت زیر در نظر می گیریم
X1، تعداد پرستارانی که ساعت 6 صبح وارد بیمارستان می شوند.
X2، تعداد پرستارانی که ساعت 10 صبح وارد بیمارستان می شوند.
X3، تعداد پرستارانی که ساعت 2 بعد از ظهر وارد بیمارستان می شوند.
X4، تعداد پرستارانی که ساعت 6 بعد از ظهر وارد بیمارستان می شوند.
X5، تعداد پرستارانی که ساعت 10 شب وارد بیمارستان می شوند.
X6، تعداد پرستارانی که ساعت 2 صبح وارد بیمارستان می شوند.


با توجه به متغیرهای تصمیم، آنها را می توان در شکل زیر نشان داد:X2
X3


X1

X4

X5

X6

6 صبح
2 صبح

10 شب
10 صبح
2 بعد از ظهر
6 بعد از ظهر
X2

X3







حال با توجه به مفروضات مسئله و توضیحات فوق، مسئله را به یک برنامه ریزی خطی تبدیل می کنیم:
Minz = x1+ x2+ x3+x4+x5+x6
	
[bookmark: _Toc371772967]3-4- مثال: (حداکثر کردن حداقل پیشرفت به سمت کلیه اهداف)
یک سازمان جهانی، برای کمک به دو کشور در حال توسعه که مایلند با اصلاح روش های کشاورزی تولید مواد غذایی خود را افزایش دهند از متخصصین برای توسعه پروژه هایی نمونه و برنامه ریزی آموزشی استفاده می شود. لیکن، به علت محدودیت سه منبع مورد نیاز یعنی تجهیزات، نیروی انسانی متخصص و سرمایه، تعداد چنین پروژه های محدود خواهد بود. 
سوال این است که در هر کشور چند پروژه باید اجرا شود تا به بهترین وجه از امکانات استفاده شده باشد. برآورد شده است که اجزای کامل هر پروژه در کشور اول در نهایت میزان تولید مواد غذایی را برای تغذیه 2000 نفر افزایش می دهد. همین رقم در کشور دوم معادل 3000 نفر تخمین زده شده است. این دو کشور از لحاظ ترکیب منابع مورد نیاز پروژه ها امکانات متفاوتی دارند. جدول ذیل خلاصه اطلاعات مربوطه را نشان می دهد. اجرای بخشی از هر پروژه نیز امکان پذیر است، که در این صورت اطلاعات جدول زیر نیز تقریباً به همان نسبت تغییر خواهند داد.
چون هر دو کشور از این لحاظ شدیداً در مضیقه هستند، لذا این سازمان مصمم است که تولید مواد غذایی هر دو کشور را تا آنجا که ممکن باشد افزایش دهد.
	منابع
	کشور اول       کشور دوم
	مقدار موجود

	تجهیزات
	
	20

	متخصصین
	2                             1
	10

	سرمایه
	60                        20
	300 (هزار دلار)

	افزایش تولید مواد غذایی (بر حسب نفر)
	2000                   3000
مقدار لازم برای هر پروژه
	


از این رو، هدف کلی به صورت حداکثر کردن حداقل افزایش تولید مواد غذایی در هر کشور بیان شده است.
متغیرهای x1 و x2 به ترتیب معرف تعداد پروژه های است که باید به ترتیب در کشورهای اول و دوم اجرا شوند. در این حالت دو هدف وجود دارد. افزایش تولید مواد غذایی در کشور اول و افزایش تولید مواد غذایی در کشور دوم، توابع هدف مربوطه عبارت اند از:
(هدف 1) x1 2000 = z1
(هدف 2) x2 3000 = z2
بنابراین مدل کلی، با استفاده از جدول فوق به شرح زیر است:
Maxz = Min {z1,z2} = Min {2000x1, 3000x2}

که با برنامه ریزی خطی زیر معادل است.
MaxZ=z

[bookmark: _Toc371772968]3-5- مثال: (مسئله مخلوط کردن مواد خوراکی).
فرض کنید مقدار خوراک مورد نیاز یک مرغداری 100 کیلو در روز باشد، این خوراک مخلوط باید شامل مواد زیر باشد:
الف) کلسیم حداقل 8/.% و حداکثر 2/1 % (بر حسب کیلو)
ب) پروتئین حداقل 22%
ج) الیاف خام حداکثر 5%
به علاوه فرض کنید اجزای ترکیبی اصلی (مواد غذایی) که مورد استفاده قرار می گیرند سنگ آهک، ذرت و آرد لوبیای روغنی باشند. محتوای غذایی این اجزای ترکیبی در جدول زیر داده شده است.
	اجزای ترکیبی
	کلسیم
	پروتئین
	الیاف خام
	هزینه هر کیلو

	سنگ آهک
	380/.
	0
	0
	0164/0

	ذرت
	001/0
	09/0
	02/0
	4630/0

	آرد لوبیای روغنی
	002/0
	50/0
	08/0
	1250/.


مسئله را به گونه ای فرموله می کنیم که هزینه حاصل از ترکیبات فوق با محدودیت های مربوطه حداقل گردد.
فرض کنید x3, x2, x1 به ترتیب (بر حسب کیلو) سنگ آهک، ذرت و آرد لوبیای روغنی باشند که برای تولید یک بسته 100 کیلویی از خوراک مخلوط مصرف می شوند.
بنابراین:
X3 1250/. + x2 4630/0+ x10164/0= Minz
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